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1 Introduction

L’optimisation sans contrainte de fonctions continues non linéaires a pour objectif,
étant donnée une fonction continue f de R™ dans R, de trouver un vecteur X* tel que
f(X™) soit un extremum de f. Usuellement, f est appelée fonction objectif (ou critere,
ou encore cout) et X variable de décision. Etant donné que la maximisation de f est
équivalente a la minimisation de —f, tous les algorithmes présentés ici recherchent un
minimiseur de la fonction objectif. Autrement dit, on cherche X* tel que :

X* € argmin f(X) (1)
XeRn

Trouver un minimum global est en général un probleme tres difficile. En réalité, il
n’existe pas d’algorithme d’optimisation parfait. En fonction du probléme, on cherchera
donc la méthode la mieux adaptée. Ce cours traite des méthodes numériques (algo-
rithmes) permettant de trouver rapidement un minimum local. Ces algorithmes sont
couramment utilisés par des méta-heuristiques (kangourou, recuit simulé, etc.) afin de
trouver le « minimum des minima locaux ».

La présentation des algorithmes s’organise autour des criteres suivants :

les algorithmes utilisés sont différents selon que la fonction objectif est monova-
riable ou multivariable,
— les algorithmes qui utilisent uniquement la valeur de la fonction sont dits d’ordre
zéro,
— les algorithmes qui utilisent la valeur de la fonction et la valeur de sa dérivée (de
son gradient dans R™) sont dits d’ordre un,
— les algorithmes qui utilisent la valeur de la fonction, de sa dérivée et de sa dérivée
seconde (de son hessien dans R™) sont dits d’ordre deux.
A la fin de chaque partie, une mise en pratique est proposé avec la toolbox optimi-
sation du logiciel Matlab de Mathworks.

2 Optimisation unidimensionnelle

On s’intéresse dans cette partie a 'optimisation de fonctions objectifs monovariables
(fonctions de R dans R). L’intérét des algorithmes d’optimisation unidimensionnelle ne
vient pas seulement du fait que dans les applications on rencontre naturellement des
problémes unidimensionnels, mais aussi du fait que 'optimisation unidimensionnelle est
un composant fondamental de bon nombre de méthodes d’optimisation multidimension-
nelle.



2.1 Définitions

Définition 1 (minimum global). Soit f : R +— R une fonction. f(z*) est le minimum
global de f si et seulement si :

Ve eR, f(z) = f(z7) (2)
x* est un minimiseur global de f.

Définition 2 (minimum local). Soit f : R — R une fonction. f(z*) est un minimum
local de f si et seulement si :

S, Vo €ot — 6o + e, f(2) > fa) (3)
¥ est un minimiseur local de f.

Théoréme 1 (condition suffisante de minimalité locale). Soit f : R — R une fonction
C2%. Si X* € R wérifie les conditions :

f(X*)=0 (@)
f//(X*) >0

Alors, f(X™*) est un minimum local strict de f.

2.2 Méthodes du premier ordre (dichotomie)

L’idée la plus simple est de trouver un zéro de la dérivée de la fonction objectif a
I’aide d’une recherche dichotomique (cf. algorithme 1).

Algorithme 1: Algorithme de recherche dichotomique

Données : f une fonction unimodale de classe C' sur [a; b] telle que
f'(a) <0 < f(b)
tant que b — a > ¢ faire
m +— 452,
si f/(m) > 0 alors
‘ b+ m;
sinon
| a+m;
fin

w N O oA W N

fin
Résultat : aT‘H’

L’intérét principal de cet algorithme est sa convergence linéaire avec le taux 0, 5.
En revanche, il nécessite I’évaluation de la dérivée de la fonction objectif et impose de
trouver un intervalle [a;b] tel que f/(a) < 0 < f/(b). Si la fonction n’est pas unimodale,
I’algorithme peut converger vers un minimiseur local. Il se peut méme que la valeur de
la fonction au point trouvé soit supérieure a la valeur a I'une des bornes.



2.3 Méthodes du second ordre (méthode de Newton)

I1 est possible d’utiliser la méthode de Newton pour rechercher un minimiseur (cf.
algorithme 2). Le principe est de calculer une approximation p de f autour d’un point
x), par son développement de Taylor du second ordre :

1
p(x) = flap) + f'(op) (@ — ) + 5 (2n) (2 = wp)? (5)
On calcule alors un nouveau point, 41, qui minimise p soit :

et = T — [ ()
f//(xk)

Algorithme 2: Algorithme de Newton (cas monovariable)

Données : f une fonction de classe C? et x un point dans le voisinage d’un
minimiseur de f

1 répéter
2 Y @
_ @)
3 T = el
4 jusqu’a |z —y| < ¢

Résultat : x

Si le point g est assez proche d’un minimiseur local de f, alors on montre que la
suite xj converge de facon quadratique (|zpy1 — 2*| < Blog — 2*|?).

D’un point de vue pratique, cette méthode souffre de nombreux inconvénients :

— la méthode peut diverger si le point de départ est trop éloigné de la solution,

— la méthode n’est pas définie si f”(z)) = 0,

— la méthode peut converger indifféremment vers un minimum, un maximum ou un

point de selle.

Cette méthode est donc peu utilisée. Son intérét majeur est d’illustrer dans R le
fonctionnement des algorithmes de minimisation multidimensionnelle du second ordre
(cf. section 3.4).

2.4 Meéthodes d’ordre zéro

Pour une fonction unimodale f, si I'on trouve trois points a < b < c tels que
f(b) < f(a) et f(b) < f(c), alors le minimum de f est atteint dans l'intervalle ]a; c[. Les
algorithmes de minimisation d’ordre zéro exploitent cette idée en encadrant de plus en
plus précisément le minimiseur (cf. algorithme 3).

Il y a différentes possibilités pour le choix des points intérieurs. La méthode la plus
utilisée est la méthode de la section d’or (cf. algorithme 4). Pour éviter d’évaluer la
fonction en deux nouveaux points a chaque itération, I’astuce est de s’arranger pour en
réutiliser un d’une itération a 'autre.



Algorithme 3: Algorithme d’ordre zéro

Données : [ une fonction unimodale sur [a; b]
tant que b — a > € faire
Choisir deux points ™~ et o™, tels que a < = < 27 < b;
si f(z7) < f(z") alors
‘ b+ zT;
sinon
‘ a<—x;
fin

[N =N T N R

fin
Résultat : %“’

Soit [ag; bg] l'intervalle de recherche a l'instant &, on pose :

x, = a + (1 —p)(br — a) = pap + (1 — p)by (7)
:ZZ]-: =ag + p(bx, — ax) = (1 — p)ag + pbx (8)

avec 0,5 < p < 1.

A T'itération suivante, si le minimum est a droite de z,, on a a1 =z, et by = by.

On souhaite réutiliser :vg, c’est-a-dire que 1’on veut :

x,;rl = xzr 9)
donc :
pag+1 + (1 — p)bg+1 = (1 — p)ax + pby (10)
plpar + (1 = p)be) + (1 = p)bx = (1 — p)ar + pby, (11)
PP+p—1=0 (12)

V5—1

Comme 0,5 < p < 1, on obtient : p = ¥5—. p est I'inverse du nombre d’or ¢ =

(14+5)/2.

La convergence de cette méthode est linéaire avec le taux p ~ 0.61803, ce qui est
moins bien que la recherche dichotomique ou la méthode de Newton. Le principal avan-
tage de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas de calculer la dérivée.

Cette méthode est souvent améliorée en utilisant quand cela est judicieux une inter-
polation parabolique ou cubique. On peut notamment citer la méthode de Brent utilisée
par les Numerical Recipes et Matlab [3, 18].

2.5 Encadrement d’un minimiseur

Il est parfois nécessaire de trouver un encadrement d’un minimiseur a partir d’'un
point et d’'une direction. Cet algorithme de recherche est notamment employé par les
algorithmes de descente multivariables (cf. section 3.2).



Algorithme 4: Algorithme de la section d’or

Données : f une fonction unimodale sur [a;b] et p =

1 27 « pa+ (1—p)b;

2 2t «—a+b—a;

3 v f(a7);

4 vt flah);

5 tant que b — a > ¢ faire
6 si v— < v+ alors

7 b+ zT;

8 xt —

9 T 4—a+b—at;
10 vt — Uy

11 v fla7);

12 sinon

13 a<— T ;

14 T

15 T —a+b—1a;
16 v T

17 vt fah);

18 fin

19 fin

Résultat : b

V5—1
2

~ 0.62




Partant d’un point a, comment trouver un point ¢ tel que [a;¢| contienne un mini-
mum ? Le principe de l'algorithme d’encadrement (cf. algorithme 5) est de rechercher
deux points b et ¢ vérifiant a < b < c et tels que f(b) < f(a) et f(b) < f(c) (on suppose
ici que le minimum est & droite, i.e. f'(a) < 0).

Algorithme 5: Algorithme d’encadrement d’un minimiseur (vers la droite)

Données : [ une fonction telle que f’(a) < 0, K une constante (souvent 2 ou )
et A une constante d’échelle

1 ca+ A

2 si f(¢) < f(a) alors

3 répéter

4 b+ ¢

5 c<a+ K*(c—a);
6 | Jjusqua f(c) > f(b);

7 fin
Résultat : a et b

Comme pour l'algorithme de la section d’or, la recherche peut étre accélérée en
utilisant des extrapolations paraboliques ou cubiques [18, 5].

2.6 Mise en pratique avec Matlab

On propose de trouver un minimiseur au probléme « Agent 007 » tiré de I'ouvrage de
Bierlaire [2] a ’aide la toolbox optimisation de Matlab. La fonction objectif est définie
par :

f(z) = 0.2z 4 0.451/(100 — x)2 + 1600 (13)

Tout d’abord, il s’agit de définir la fonction objectif. On écrit pour cela une fonction
dans un fichier .m, par exemple :

function f=Agent007 (x)

£=0.2%x+0.45xsqrt ((100-x) ~2+1600) ;

f est la valeur de la fonction au point x.
On utilise ensuite la fonction, fminbnd dont le paramétrage est défini a ’aide de la
fonction optimset :

options=optimset (’MaxFunEvals’,3,’MaxIter’,10,’TolX’,1e-3);

[x,fval]l=fminbnd (’Agent007’,0,100,0options);

La fonction fminbnd utilise la méthode de Brent.

Avec quelle précision peut-on espérer approcher un minimiseur 7 On pourrait penser
que si € est la précision de la machine et £* un minimiseur, on pourra obtenir une valeur
entre (1 —e)x™ et (1 + €)z*. En réalité, cela est généralement impossible.



Au voisinage de z*, la fonction objectif peut étre estimée par son développement de
Taylor au second ordre, sachant que f/(z*) = 0, ¢’est-a-dire :

fl@) = f(z") + %f”(l’*)(w —a")? +o((x —2")?) (14)

Avec la méthode de la section d’or, il faut comparer les valeurs de la fonction. Si
|z — x*| est de I'ordre de o(c) alors |f(z) — f(2*)| est de I'ordre de o(a?) (en supposant
que f”(z*) est de ordre de 1). Donc, si € est la précision de la machine, alors on pourra
obtenir une précision sur x de 'ordre de o(v/¢).

Pour la dichotomie, on doit calculer le signe de la dérivée. Si |x — z*| est de l'ordre
de o(«) alors | f'(x)| est de 'ordre de o(«) (en supposant que f”(z) est de I'ordre de 1).
Dong, si € est la précision de la machine, alors on pourra obtenir une précision sur x de

lordre de o(e).

3 Optimisation multidimensionnelle

On s’intéresse maintenant a l’'optimisation de fonctions objectifs multivariables (fonc-
tions de R™ dans R).

3.1 Définitions

Définition 3 (gradient). Soit f : R™ — R une fonction différentiable. La fonction notée
Vf(X):R" — R" est appelée le gradient de f et est définie par :

ag(x)

1

VIX)=1] = (15)
3()9‘()()

Définition 4 (pente). Soit f : R™ — R une fonction différentiable. Soient X, D € R™.
La quantité :

DTVf(X
1D
représente la pente de la fonction f en X dans la direction D.

Définition 5 (point critique). Soit f : R” — R une fonction différentiable. Tout vecteur
X € R™ tel que Vf(X) = 0 est appelé point critique ou point stationnaire de f.

Définition 6 (hessien). Soit f : R® — R une fonction deux fois différentiable. La
fonction notée V2f(X) : R —s R™ " est appelée matrice hessienne ou hessien de f et



est définie par :

X)) B(X) &7 (x)
8:1:% dz10z2  0z10Tn
P (X)) . 9fX)
PIX)  O(X) 021(X)
8x,0r1 Oxndza Ox2

n

La matrice hessienne est symétrique par définition.

Définition 7 (courbure). Soit f : R™ — R une fonction deux fois différentiable. Soient
X, D € R". La quantité :

DTV2f(X)D

Bk (18)

représente la courbure de la fonction f en X dans la direction D.

Théoréme 2 (condition suffisante de minimalité locale). Soit f : R™ — R une fonction
deuz fois différentiable dans un sous-ensemble ouvert V. de R™. Si X* € V wvérifie les
conditions :

{Vf(X*) =0

2 * 50 it ; n NTy72 * (19)
Ve f(X*) est définie positive (i.e. VD € R® D*V*f(X*)D >0)

Alors, X* est un minimiseur local strict de f.

3.2 Algorithme de descente

Définition 8 (direction de descente). Soit f : R™ +— R une fonction différentiable.
Soient X, D € R™. La direction D est une direction de descente en X si

DIVf(X) <o. (20)

La direction du gradient est celle dans laquelle la fonction a la plus forte pente. La
direction opposée au gradient est donc celle dans laquelle la fonction a la plus forte
descente.

Théoréme 3 (descente). Soit f : R” — R une fonction différentiable. Soient X € R™
tel que f(X) #0 et D € R". Si D est une direction de descente en X alors il existe n
tel que :

Vo € [0;n], f(X +aD) < f(X) (21)

En utilisant ce résultat, on construit un algorithme général de minimisation, nommé
algorithme de descente (cf. algorithme 6). Il consiste simplement & suivre une direction
de descente de fagon itérative jusqu’a ’obtention d’un « bon » minimiseur. On utilise
souvent plus d’un critere d’arrét. Habituellement, on trouvera :



— un critere sur le déplacement, si || X1 — X || est tres petit, c’est qu’on ne progresse
plus beaucoup.

— un critere sur la progression de l'objectif, si |f(Xp11) — f(Xg)| est tres petit,
on peut étre presque arrivé a un minimum. On peut aussi mesurer la norme du
gradient.

— un critere sur le temps de calcul ou le nombre d’itérations.

Evidemment, rien ne vaut une bonne connaissance de la fonction & optimiser, quand il
faut décider de criteres d’arrét.

Algorithme 6: Algorithme de descente

Données : [ une fonction différentiable et Xy un point initial
1 k<« 0;
2 tant que critere d’arrét non satisfait faire
3 Trouver une direction de descente D, telle que D'V f(Xk) <05

4 Trouver un pas oy tel que f(Xy + apDg) < f(Xg);
5 | Xgt1 ¢ Xg + agDy;

6 k <+ k+1;

7 fin

Nous détaillerons plus loin les différentes méthodes de choix de la direction de des-
cente. Une fois la direction déterminée, il reste a calculer une longueur de pas. Si 'on
choisit naivement :

||ak Dy || = constante (22)

La précision de la recherche est alors limitée & ||axDgl||. S 'on choisit ||agDy|| petit la
convergence est lente.

Il faut donc trouver a chaque itération une valeur de pas adaptée. Cette étape est
appelée recherche en ligne (line search).

Comme on cherche a minimiser f et que 'on dispose de méthodes efficaces pour
minimiser une fonction monovariable, on peut chercher un pas «j diminuant le plus f
dans la direction dj, c’est-a-dire :

o € argmin f(Xy + aDy) (23)
a€Rt

Pour ce faire, on commence par trouver un intervalle qui encadre un minimiseur (cf. sec-
tion 2.5) puis on applique une méthode de minimisation & la fonction g(«) = f(Xi+aDy)
[5, 18].

D’autres méthodes consistent & trouver rapidement un pas « acceptable », c’est la

notion de progres suffisant. On cherche un pas a diminuant suffisamment la fonction
g(«) par rapport a g(0).

10



Pour déterminer si un pas est « acceptable », il existe des tests comme le test d’Ar-
mijo, le test de Wolfe ou celui de Goldstein. Pour chaque test, il existe un algorithme
ayant une convergence linéaire permettant de trouver une valeur qui passe le test sous
la condition naturelle que ¢'(0) < 0 [2, 12].

3.3 Meéthodes du premier ordre
3.3.1 Méthode de la plus forte pente (méthode du gradient simple)

L’idée la plus simple consiste a utiliser le gradient comme direction de descente, soit :
Dy, = =V f(Xk) (24)

Dans le cas général, sous des hypotheses assez faibles de régularité, la méthode de la
plus forte pente converge vers un point critique de la fonction objectif [12].

Si cette méthode est simple & mettre en oeuvre, les résultats sont décevants car sa
vitesse de convergence est relativement basse et tres sensible a la « forme » de la fonction
objectif. Grosso modo, la vitesse de convergence est liée au conditionnement de la matrice
hessienne. Si le hessien est mal conditionné, la fonction objectif ressemble a une « vallée »
étroite. La pente est beaucoup plus forte dans la direction orthogonale a la vallée. Dans
ces conditions, la direction du gradient est presque orthogonale a la direction de la vallée
pour des points méme proches du fond. L’algorithme suit donc une trajectoire en zigzag
qui converge tres lentement vers un minimiseur.

De plus, méme si I’étape de recherche en ligne est optimale (on obtient alors I’ algorithme
de la plus forte pente a pas optimal, cf. algorithme 7), la méthode n’est pas plus efficace
car, dans ce cas, comme la pente est nulle en Xy, dans la direction Dy, le gradient en
Xk41 est normal a Dy soit :

D"V f(Xpy1) =0 (25)

L’algorithme suit donc une trajectoire en zigzag a angles droits.

Algorithme 7: Algorithme de la plus forte pente a pas optimal
Données : [ une fonction différentiable et Xy un point initial

1 X+ Xo;

2 tant que critere d’arrét non satisfait faire

3 D+ —Vf(X);

4 Trouver un pas a qui minimise f(X + aD);
5 X +— X +aD;
6 fin

3.3.2 Méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué est une méthode de descente a pas optimal per-
mettant de minimiser une fonction quadratique de R™ dans R en au plus n itérations.
[20].

11



Soit f une fonction quadratique :
1
f(X) = 5XTQX - BTx (26)
avec () une matrice définie positive. On a :

VIX)=@X-B)" V*(2)=Q (27)

On construit la suite :

X1 = Xg + gDy (28)
avec :
ap € argmin (X + aDy) (29)
acRt

La premiere idée fondamentale de I’algorithme du gradient conjugué consiste & choisir
chaque direction de descente conjuguée a la direction de descente précédente par rapport

2 Q.

Définition 9 (directions conjuguées). Soit une matrice Q € R™*" définie positive. Deux
vecteurs U et V de R™ sont conjugués par rapport a Q si UTQV = 0. Noter que, si Q
est la matrice identité, les directions conjuguées sont orthogonales.

En dimension n > 2, il existe une infinité de directions conjuguées a une direction
donnée. Pour trouver a l'itération k, une direction Dy conjuguée a Dy_1, la seconde idée
fondamentale consiste & chercher Dy, sous forme d’une combinaison linéaire de Dj_1 et
de la direction de la plus forte pente au point Xy, soit :

Dy, = =V f(Xy) + si.Dy—1 (30)

en choisissant le coefficient si tel que les directions successives soient conjuguées par
rapport a @ :

Dy1"QDy, =0 (31)
c’est-a-dire :
~Dp 1 TQVF(Xy) + 5k D1 QD1 = 0 (32)

Ceci est toujours possible si Dg_1 est non nul. On montre alors que le réel s; se
calcule par la formule suivante (Fletcher-Reeves) :

I 171631
k

= V)P (33)

12



L’équation de récurrence permettant de calculer une nouvelle direction est donc :

IV f (Xl
IV (Xk—1)I?

Par définition, cette direction est toujours une direction de descente puisque :

Dy = —Vf(Xk) + Dy_4 (34)

VI (Xi) Dy = —[|VF(Xp)|| + £V f(Xi) D1 = — |V F(X5)|| (35)

A chaque itération, le pas est déterminé comme dans tout algorithme de descente par
une recherche en ligne. On obtient ainsi un algorithme de minimisation appelé algorithme
de Fletcher-Reeves (cf. algorithme 8) [10].

Lorsque la fonction objectif est quadratique, cet algorithme génere une suite de
directions de recherche deux a deux conjuguées qui converge vers le minimiseur en au
plus n itérations quel que soit x !

Dans les autres cas, on peut raisonnablement penser que dans un voisinage de X*, la
fonction objectif n’est pas tres différente d’une fonction quadratique et qu’on peut donc
appliquer cette méthode. L’efficacité de 'algorithme repose essentiellement sur deux
points :

— la recherche en ligne doit étre exacte,

— les relations de conjugaisons doivent étre précises.

La recherche en ligne peut étre facilement rendu assez précise. En revanche, si la fonction
est loin d’une fonction quadratique, la notion de conjugaison relative n’a pas de signi-
fication. Ainsi, il peut étre judicieux de réinitialiser régulierement la direction courante
D par la direction de la plus grande pente —V f(X) (tous les m itérations avec m de
l'ordre de n).

Par rapport aux algorithmes de quasi-Newton présentés plus loin, ’algorithme du
gradient conjugué ne nécessite le stockage que de deux vecteurs de taille n. Il est donc
particulierement adapté aux probléemes de grandes dimensions.

Un variante a été proposée par Polak et Ribiere en 1969. Le principe de 'algorithme
est identique, seule la mise & jour de la direction est légerement modifiée :

(Vf(Xk) = VF(X5-1) " VF(XR)
NMEIE

Cette variante est réputée plus performante dans certaines applications.

Dy, = =V f(X}) +

Dy (36)

3.4 Méthodes du second ordre
3.4.1 Méthode de Newton

La méthode de Newton pour les fonctions multivariables est identique a celle des
fonctions univariées. Comme précédemment, une estimation p(X) de f au point X, est
donnée par le développement de Taylor du second ordre, qui s’écrit pour une fonction
multivariée :

p(X) = F(X) + (X = X)TVA(X) + 5(X = X IVEFAIX - X) (37)

13



Algorithme 8: Algorithme du gradient conjugué (Fletcher-Reeves)

Données : f une fonction différentiable et Xy un point initial
X X();

G + Vf(X);

D+ —-G;

s« |G|

tant que critere d’arrét non satisfait faire
Trouver un pas a qui minimise f(X + aD);
X+~ X+ aD;

G+ Vf(X);

t 4 s;

s« |G|

D+ -G+ 3D;

© W N O A W N

-
- o

fin
Résultat : X

g
N

Si la matrice hessienne est inversible, on choisit X1 qui minimise p, soit :
-1
X1 = Xy — [V2f(Xp)] VF(XR) (38)

En pratique, la direction de descente D = — [VQf(Xk)] ! Vf(X) est calculée sans
inverser [V2f(X})] mais en résolvant :

V2f(Xy)D = -V f(X) (39)

L’intérét de cette suite est sa convergence quadratique vers un minimiseur local a la
condition que Xj soit assez proche d’un minimiseur. Néanmoins d’un point de vue pra-
tique, cette méthode comporte les mémes inconvénients que dans le cas monovariable :

— la méthode peut diverger si le point de départ est trop éloigné de la solution,

— la méthode n’est pas définie si la matrice hessienne n’est pas inversible,

— la méthode peut converger indifféremment vers un minimum, un maximum ou un

point de selle.

Algorithme 9: Algorithme de Newton (cas multivariable)

Données : [ une fonction différentiable et Xy un point initial

1 X + Xo;

2 tant que critere d’arrét non satisfait faire

3 Calculer D solution de V2f(X)D = -V f(X);
4 X+ X+D;

5 fin

14



3.4.2 Meéthode de Newton avec recherche en ligne

A partir de la méthode de Newton, on peut en déduire un algorithme plus robuste
(cf. algorithme 10). L’idée est d’utiliser la direction de Newton quand elle est définie
et sinon la direction de la plus forte pente. Puis, on effectue a chaque itération une
recherche en ligne dans cette direction.

En pratique, la direction de descente D est calculée en résolvant :

(V2f(X) + A)D = -V f(X) (40)

ott A est une matrice diagonale telle que V2 f(X)+A soit définie positive afin de garantir
que la direction soit une direction de descente.

Algorithme 10: Algorithme de Newton avec recherche en ligne
Données : f une fonction différentiable et Xy un point initial

1 X + Xo;

2 tant que critére d’arrét non satisfait faire

3 Calculer D solution de (V2f(X)+ A)D = -V f(X);

4 Trouver un pas a qui minimise f(X + aD);
5 X+ X+ aD;
6 fin

3.4.3 Meéthodes quasi-Newton

Pour des probléemes de grandes dimensions, le calcul du hessien est trop cotiteux. On
peut alors utiliser des algorithmes, dits quasi-Newton, qui calculent donc une approxi-
mation By, de (V2f(X})) " en fonction de By_1, Vf(Xg), VF(Xi_1), Xi et Xp_1.

On trouve notamment deux méthodes de calcul :

— la formule de Davidon-Fletcher-Powell (DFP) [7, 9] :

By 1ViYi'By—1  DpaDy_,
Y. ' Bi_1Ys Dl v,

— la formule de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) [4, 8, 11, 19] :

By = By — (41)

YkTBk_lYk> Dp1DY | By1YyDF | + Dy 1V B4

B, =Bi_1+ <1 + = -
V"' Dy_q

YkTDk,1 YkTDkfl
(42)
avec

Yie = VI(Xx) = VI (Xg1) (43)

Ces formules donnent toujours des matrices définies positives. A I'aide de ces estima-
tions, on établit un algorithme a convergence tres efficace et particulierement robuste.
Son unique inconvénient est la nécessité du stockage en mémoire d’une matrice de taille
n X n. Dans la pratique, on utilise en général la méthode BFGS qui est plus efficace.

15



Algorithme 11: Algorithme de quasi-Newton avec mise a jour BFGS

Données : [ une fonction différentiable et Xy un point initial
X Xo;

B+ I

G+ Vf(X);

tant que critére d’arrét non satisfait faire

D + —BG;

Trouver un pas « qui minimise f(X + aD);
D + aD;

X« X +D;

Y + -G,

G+ Vf(X);

Y + Y +G;

YTBY \ DDT  BYDT4+DYTB,
B« B+ (1+175) 2B +DYTE,

© W N O A W N

e
= o

juy
N

fin
Résultat : X

-
w

3.5 Méthodes d’ordre zéro (simplexe de Nelder et Mead)

Existe-t-il une méthode performante n’utilisant pas le gradient de la fonction objec-
tif ? La réponse est oui. La méthode de Nelder et Mead [17, 13] souvent appelée « méthode
du simplexe » ! est une méthode efficace qui n’utilise que la valeur de la fonction.

Définition 10 (simplexe). Un simplexe de dimension & est ’enveloppe convexe de k+ 1
vecteurs Xq, ..., Xp41 de R™, k = n, affinement indépendants, c’est-a-dire que les k
vecteurs X1 — Xg41, X2 — Xgy1, vy X — Xp+1 sont linéairement indépendants.

Par exemple, trois points non alignés dans R?, ou quatre points non coplanaires
dans R3 sont affinement indépendants, et définissent des simplexes de dimension 2 et 3,
respectivement.

Le principe de I'algorithme de Nelder et Mead est de faire évoluer un simplexe vers
un minimiseur de la fonction objectif par des expansions ou des contractions successives
du simplexe en fonction de la topologie locale (cf. algorithme 12 et figure 1).

Pour déterminer un simplexe initial autour d’un point Xy, on pose X, 11 = Xg et on
calcule pour tout ¢ de 1 a n :

X; = zo + \E; (44)

ou F; est le ieme vecteur unité et A une constante d’échelle.

L’algorithme de Nelder et Mead est souvent moins efficace en terme de nombre
d’évaluations de la fonction objectif mais fonctionne bien dans la plupart des cas sans
nécessiter le calcul du gradient. Cette méthode permet donc d’obtenir une bonne solution

1. & ne pas confondre avec ’algorithme du simplexe en programmation linéaire.
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sans trop d’effort. Dans certaines configurations, le simplexe peut dégénérer, les points
ne sont alors plus affinement indépendants. On peut, dans ce cas, utiliser la méthode de
Torczon qui maintient la géométrie du simplexe.

En terme d’occupation mémoire, ’algorithme nécessite une place équivalente a un
algorithme de quasi-newton, c’est-a-dire n + 1 vecteurs de dimensions n.

17
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(a) Réflexion si f(X,) < f(X7) et

~
~
~
~
N

N

Xe

(b) Expansion si f(X.) < f(X,) < f(X1)

f(Xp) < f(Xe) ousi f(Xy) < f(Xy) < f(Xn)

(c) Contraction externe si
f(Xn) < f(Xr) < f(Xn+1)
et f(Xe) < f(Xr)

(d) Contraction interne si
F(Xoi1) < (X, et

X3 ~
T\ ! \\
1 A : S
N
I Xeds AN
1 ~ S
1 S ~
N
I N \\
~

1 N >
| N LN

® X1

X

(e) Rétrécissement dans les
autres cas

f(Xee) < F(X7)

FIGURE 1 — Evolution du simplexe de Nelder et Mead (le simplexe original est en poin-

tillé)
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Algorithme 12: Algorithme de Nelder et Mead

[y

© W N O Uk

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

23
24
25
26
27
28
29

30
31
32
33
34

Données : f

une fonction et n + 1 points affinements indépendants

X1, ..., Xpy1 (simplexe)

tant que crit

_ n
X+ iy
=1

sinon

fin

sinon

sinon

fin

fin
fin

fin
Résultat : z;

ere d’arrét non satisfait faire

Renuméroter les points tels que : f(X1) < f(X2) < -+ < f(Xp+1);

Xi;

D+ X - Xn+1;
X, < Xpp1 +2D ;
si f(X,) < f(X;) alors
Xo ¢ Xpi1 +3D ;
si f(Xe) < f(X,) alors
‘ Xpy1 — Xe; (expansion)

‘ Xpg1 < X, (réflexion)
si f(X1) < f(Xy) < f(X,,) alors
‘ Xpg1 < X, (réflexion)

si f(X,) < f(X,) < f(Xn4+1) alors

X+ Xp1+3D;
si f(X.) < f(X,) alors
Xnt1 — X¢; (contraction externe)
sinon
pour ¢ de 2 a n+ 1 faire X; <—Xi+%(Xi—X1) :
(rétrécissement)

fin

sinon

ch < Xn+1 + %D,
si f(Xee) < f(X,) alors
Xnt1 +— Xee (contraction interne)
sinon
pour i de 2 an+1 faire X; + X;+ 3(X; — X1) ;
(rétrécissement)

fin
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3.6 Mise en pratique avec Matlab

On s’intéresse a minimiser la fonction de Rosenbrock souvent utilisée pour illustrer
le comportement des différents algorithmes. La fonction de Rosenbrock est définie par :

flz,y) = 100(y — 2*)* + (1 — 2)* (45)

Comme pour la minimisation monovariable, on définit la fonction objectif dans un
fichier .m, par exemple :

-
function [f,g]l=Rosenbrock(x)
£=100%(x(2)-x(1)72)"2+(1-x(1))"2;
if nargout>1

g=[100*%(4*x (1) 3-4xx(1)*x(2))+2*x(1)-2 100*(2*x(2)-2*x(1)"2)];
end

.

£ est la valeur de la fonction au point x, g la valeur de son gradient 2.

Les algorithmes de descente sont accessibles via la commande fminunc dont le para-
métrage s’effectue aussi grace la fonction optimset.

Pour effectuer une descente selon la plus forte pente, on écrit par exemple :

-
options=optimset (’LargeScale’,’off’,’gradobj’,’on’,...
’HessUpdate’,’steepdesc’,’MaxFunEvals’ ,1000,’TolFun’,1e-3);

[x,fval]l] = fminunc(’Rosenbrock’,[-1.9 2],options);
N

Pour appliquer un quasi-newton avec mise a jour BFGS :

-
options=optimset (’LargeScale’,’off’,’gradobj’,’on’,
’MaxFunEvals’ ,1000,’TolFun’,1e-3);

[x,fval] = fminunc(’Rosenbrock’,[-1.9 2],options);
L

Avec la mise a jour DFP :

options=optimset (’LargeScale’,’off’,’gradobj’,’on’...
’HessUpdate’,’dfp’,’MaxFunEvals’ ,1000, ’TolFun’,1e-3);

[x,fval] = fminunc(’Rosenbrock’,[-1.9 2],options);
L

Remarque : pour éviter d’avoir a définir le gradient de la fonction objectif, on peut
demander a Matlab d’évaluer le gradient par différences finies en passant I'option gradobj
a off.

Enfin, I'algorithme de Nelder et Mead est accessible via la commande fminsearch :

options=optimset (’MaxFunEvals’,1000, ’TolFun’,1e-3);

[x,fval] = fminsearch(’Rosenbrock’,[-1.9 2],options);

2. Ce calcul peut étre omis si on utilise fminsearch.
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4 Probleme des moindres carrés non linéaires

4.1 Définition

Les problemes de moindres carrés non linéaires visent & minimiser des fonctions
objectifs de la forme :

= @) (46)
=1

On utilise généralement la fonction vectorielle F' : R” — R™ définie par :

91(X)
F(X) = : (47)
gm(X)
On a donc :
1
f(X) = §F(X)TF(X) (48)
4.2 Méthode de Gauss-Newton
Le gradient de f est :
Zgz ng JF(X)TF(X> (49)
avec Jp(X) la matrice jacobienne de F'.
Le hessien de f s’écrit :
Z Vai(X)Vai(X)T+ > gi(X)V2gi(X) (50)
i=1
= Jr(X) Tr(X) + ) 9:(X)V2gi(X) (51)
i=1

Le deuxiéme terme est trés colteux a calculer et peut étre négligé en pratique (car
il est relativement faible au voisinage d’un minimum). On approche le hessien par le
premier terme uniquement qui est une matrice semi définie positive [14] :

R(X) = Jp(X)" Jp(X) (52)

La méthode qui consiste utiliser cette approximation dans le cadre de la méthode de
Newton est nommée méthode de Gauss-Newton (cf. algorithme 13).
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En pratique, la direction de descente D = —R™!(X)V f(X) est calculée sans inverser
R(X) mais en résolvant :

(R(X)+A)D = =V f(X) (53)

ou A est une matrice diagonale telle que R(X )+ A soit définie positive afin de garantir
que la direction soit une direction de descente.

Contrairement a 'algorithme de Newton, 'algorithme de Gauss-Newton est un al-
gorithme robuste car la matrice Jp(X )TJ (X)) est presque toujours définie positive et
ainsi la direction calculée est une direction de descente [14]. On doit cependant initialiser
I’algorithme en un point assez proche d’un minimiseur local.

Algorithme 13: Algorithme de Gauss-Newton

Données : f une fonction différentiable telle que f(X) = 1F(X)TF(X) et X,
un point initial

X + Xo;
tant que critéere d’arrét non satisfait faire
R Jp(X)" Jr;
Calculer D solution de R(X) 4+ A)D = —Jp(X) F(X);
Trouver un pas o qui minimise f(X + aD);
X+ X +aD;
fin
Résultat : X

N O O A W =

4.3 Meéthode de Levenberg-Marquardt

Remarquant le fait que la méthode de la plus forte pente est généralement efficace
loin d’un minimum la ot une méthode de Newton diverge, il est intéressant d’essayer de
tirer le meilleur parti des deux approches. La méthode de Levenberg-Marquardt [15, 16]
utilise comme direction de descente, le vecteur Dy solution de I’équation :

(R(X)+ MI)Dp, = —-Vf(X) avec A\ >0 (54)

Si Ax est nul, la direction est celle d’un algorithme de Gauss-Newton. Quand A, tend
vers I'infini, la direction est celle de la plus forte pente.

Ak est calculé a chaque itération et favorise la direction de la plus forte pente dans les
cas ol la méthode de Gauss-Newton n’est pas adaptée. On peut par exemple diminuer
Ak si tout se passe bien (la fonction objectif diminue) et 'augmenter si il y a divergence
(la fonction objectif augmente).

La méthode de Levenberg-Marquardt est particulierement robuste et efficace. Elle
est devenue l'algorithme de référence pour la minimisation de problemes de moindres
carrés non linéaires.
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4.4 Mise en pratique avec Matlab

Pour utiliser les méthodes des moindres carrés non linéaires sous Matlab, on doit
définir la fonction vectorielle F' et son jacobien dans un fichier .m, par exemple :

function [F,J]=Rosenbrock_mc(x)
F=[ 100*x(x(2)-x(1)"2)"2
(1-x(1))"2 1;

if nargout>1
J=[ 100%(4*x(1)"3-4*x(1)*x(2)) 100*(2*x(2)-2*x(1)"2)
2*%x (1) -2 0 1;
end

Les algorithmes de Gauss-Newton et de Levenberg-Marquardt sont accessibles via la
commande 1sgnonlin dont le paramétrage s’effectue aussi grace la fonction optimset.
Pour utiliser la méthode de Gauss-Newton, on écrit par exemple :

options=optimset (’LargeScale’,’off’,’Jacobian’,’on’,
’LevenbergMarquardt’,’off’,’MaxFunEvals’ ,1000, ’TolFun’,1e-3);

[x,fval ,residual ,exitflag,output] =
lsqnonlin(’Rosenbrock_mc’,x,[],[],options);

Pour utiliser la méthode de Levenberg-Marquardt (algorithme par défaut) :

options=optimset (’LargeScale’,’off’,’Jacobian’,’on’,
’MaxFunEvals’ ,1000,’TolFun’,1e-3);

[x,fval ,residual ,exitflag,output] =
lsqnonlin(’Rosenbrock_mc’,x,[],[],options);

4.5 Meéthodes récursives

Dans certain cas, on ne dispose pas de tous les cotlits partiels % gf(X ) de la fonction
objectif. C’est notamment le cas de I'identification en ligne des parametres d’un systeme
physique. A chaque instant k, on dispose de nouvelles données permettant de calculer
un nouveau cofit partiel £¢2(X). On définit alors :

(X)) ="

=1

g (X) (55)

N | =

On souhaite trouver un minimiseur X;’ a chaque instant k :

X = arg min Jr(X) (56)

On utilise alors une méthode permettant de prendre en compte le nouveau cout
partiel dans le calcul du minimiseur en effectuant un minimum de calculs. L’objectif est
de parvenir & une mise a jour du minimiseur de la forme :

Xp = X1+ 0x(gr) (57)
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Ce genre de méthode est qualifié de récursif, car on utilise le minimiseur X minimisant
fr—1 pour calculer le nouveau minimiseur X minimisant fy.

4.5.1 Meéthode du gradient stochastique

La méthode du gradient stochastique (appelé aussi gradient incrémental) est une
méthode récursive du premier ordre introduite par Widrow et Hoff [21].
L’idée est de trouver une formulation récursive du gradient :

vfk Z gz sz (58)

:vfk—l( )+ gk(X)Vgr(X) (59)

Partant de X_1, on effectue une descente selon la plus forte pente pour trouver X,
on écrit donc :

Xy = Xp—1 — 4V fr(Xp—1) (60)
= Xp—1 — [V i1 (Xi—1) + gr(Xp—1) Vg (Xi—1)] (61)

En supposant que Xj_1 minimisait bien f;_1 a U'instant k—1, on a V fi_1(Xx_1) =0
et donc :

X = Xi—1 — apgr(Xi—1)Vgr(Xp-1) (62)

La convergence de cette méthode n’est pas toujours assurée et est en pratique tres
lente. Néanmoins, des conditions de convergence sont disponible dans [1].

De nombreuses méthodes d’adaptation du pas ont été proposées (voir par exemple
[6]). Une autre modification populaire de la méthode du gradient stochastique consiste
a ajouter un terme inertiel dans la mise a jour :

X = Xi—1 — apgr(Xi—1) Vg (Xi—1) + Be(Xp—1 — Xp—2) (63)

4.5.2 Version récursive de la méthode de Gauss-Newton

L’idée est de trouver des formulations récursives du gradient et du hessien. On note
Vi le gradient de la fonction objectif f et Ry son hessien. On a :

k

Vi =Y 9:i(Xk)Vai(X3) (64)
i—1

= Vi1 + g1(Xk) Var (Xi) (65)

Si on suppose que Xj_1 minimisait bien f;_; & Uinstant k — 1, alors Vi_1 = 0 et donc :

Vi = g1(Xi) Var(Xy) (66)
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Pour le hessien (approché par Gauss-Newton), il vient :

k
Rp =) Vgi(Xp)Vgi(Xp)" (67)
=1
= Rje—1+ Vg (Xi) Vor(Xi) (68)

On trouve alors un minimiseur Xy, de fi en effectuant une mise a jour de type Newton
(ce qui suppose que 'on est assez preés du minimum pour 'atteindre en un coup...) :

X = X1 — R, (69)

En pratique pour éviter I'inversion de Ry a chaque fois, on introduit :
Py =R;* (70)
puis on utilise le lemme d’inversion qui stipule que :
[A+BCD| ' =A1'— A 'B[DA'B+C ! 'DA! (71)

En posant A = Rj_1, B = DT = Vgp(X) et C = 1, on obtient la mise & jour
suivante :
P 1 Vge(Xi) Ve (Xi) " Pro
1+ Vgr(Xi) " Pe1Vor(Xp)

P.=P,_ i — (72)

De nombreuses variantes de cet algorithme ont été proposées (avec facteur d’oubli,
avec réinitialisation).

Algorithme 14: Version récursive de 'algorithme de Gauss-Newton

Données : [ une fonction différentiable telle que f(X) = %F(X)TF(X) et Xo
un point initial

1 Py = cI avec c un grand nombre (typiquement entre 10* et 10%);
2 k=1,
3 tant que critere d’arrét non satisfait faire
4 Recueillir gg;
_ Pre—1Vgr(Xe)Var (X)) " Pe1 |
5| Be=Fe 1+ng<xk)TPk7(1ng(Xk) ’
6 | Vi=gr(Xk)Vgr(Xk);
7 | Xg=Xp-1— PpVi;
8 k=k+1;
9 fin

Résultat : X;_4
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