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Chapitre 1

Avant propos

Ce cours présente 'utilisation de réseaux de neurones formels pour réaliser des modeles
de systemes statiques et dynamiques, ainsi que des classifieurs probabilistes. Seuls les réseaux
de neurones a potentiels sont abordés dans ce cours. Il faut savoir qu’il existe de nombreux
types de réseaux de neurones comme les réseaux neuro-flou ou les réseaux de fonctions radiales
(RFR).

Pour approfondir vos connaissances sur les réseaux de neurones formels, je recommande les
ouvrages [10] [4] [9].

Dans ce cours, nous utiliserons les conventions suivantes :

les caracteres minuscules italiques désignent des variables scalaires (par exemple ),
— les caracteres majuscules italiques désignent des matrices (par exemple X),

— les caracteres petites majuscules italiques désignent des vecteurs (par exemple x),
— les lettres grecques désignent des parametres réels (par exemple p),

— les variables soulignées désignent des variables aléatoires (par exemple z),

— lopérateur P [z = x| désigne une probabilité,

lopérateur E @] désigne I'espérance mathématique de y.

A la fin du document, un glossaire récapitule toutes les notations.






Chapitre 2

Réseaux de neurones formels

2.1 Neurones formels a potentiels

Un réseau de neurones est composé d’éléments appelés neurones. Un neurone a potentiel
réalise un fonction non linéaire de ses entrées. Chaque entrées regoit une information via une
connexion pondérée (cf. figure 2.1). Le poids d’une connexion est défini par un parametre wj;.
Le calcul de la sortie du neurone s’effectue en deux étapes.

Définition 1. On appelle potentiel (ou activation) du neurone j, la quantité :
a; = wo;j + Z WijS; (2.1)
i€pred(j)
wo; est le seuil (ou biais) du neurone j.

La sortie du neurone j est alors :

sj = Filas) = filwjo+ D wijs) (2.2)

i€pred(j)

avec f; une fonction dite fonction d’activation du neurone j. Il existe de nombreuses fonc-
tions d’activation :

— la fonction identité (sortie linéaire),

— I’échelon de Heaviside :

f(a):{Osia<0

1sia>0

FIGURE 2.1 — Neurone formel a potentiel.



8 CHAPITRE 2. RESEAUX DE NEURONES FORMELS

R

FIGURE 2.2 — Réseau de neurones non bouclé completement connecté.

— les fonctions « sigmoides » :
— la tangente hyperbolique :

— la fonction logistique :

la fonction arctangente :
f(a) = arctan (a)

Les fonctions identités et sigmoides sont les plus utilisées car elles sont dérivables.

2.2 Réseaux de neurones non bouclés

Définition 2. Un réseau est dit non bouclé (static/feedforward) ssi son graphe est acyclique.

Un réseau non bouclé réalise une fonction non linéaire de ses entrées. Il existe deux archi-
tectures classiques :

— réseaux de neurones completement connectés,

— réseaux de neurones & couches (RNC) appelés aussi perceptrons multi-couches (PMC).

Dans un réseau de neurones compléetement connecté, chaque neurone est commandé par
tous les neurones d’indices inférieurs (cf. figure 2.2). Si il y a plusieurs sorties, elles ne sont pas
connectées entre elles.

Dans un réseau de neurones a couches, il y a une couche de neurones d’entrée, une ou
plusieurs couches de neurones « cachés » et une couche de neurones de sortie (cf. figure 2.3).
Chaque neurone est commandé par tous les neurones de la couche précédente.

Dans le cas particulier d’un réseau de neurone a une couche cachée (tanh) et ayant un

ENSMM Guillaume LAURENT



2.3. RESEAUX DE NEURONES BOUCLES 9

&R & & f v_

FIGURE 2.3 — Réseau de neurones non bouclé a couches (RNC).

unique neurone de sortie linéaire, si k désigne le neurone de sortie, sa sortie s’écrit :

Sk = Wok + § Wk S;

jepred(k)
= wog + Z wji, tanh(a;)
jepred(k)
Ne
= wog + Z Wik tanh (w()j + Zwijwi> (2.3)
jepred(k) i=1

Propriété 1 (approximation universelle). Toute fonction a valeurs bornées, continue ou non,
peut étre approchée uniformément dans un intervalle fermé (de R™) avec une précision arbitraire
par un réseau de neurone non bouclé a une couche cachée comportant un nombre fini de
neurones a activation sigmoide et a un neurone de sortie linéaire [6].

Les réseaux de neurones a potentiels sont des approximateurs universels. On a donc une
preuve d’existence mais pas de méthode analytique pour trouver un bon réseau !

2.3 Réseaux de neurones bouclés

Définition 3. Un réseau est dit bouclé (dynamic/feedback/recurrent) ssi son graphe est cy-
clique (chaque cycle comportant au moins un retard unité en temps discret).

Propriété 2. Tout réseau de neurones bouclé peut étre mis sous forme canonique, comportant
un réseau de neurones non bouclé dont certaines sorties représentent des variables d’état et
sont ramenées aux entrées par des bouclages de retard unité [8].

Un réseau bouclé sous forme canonique est défini par un systeme d’équations récurrentes
non linéaires que 'on peut mettre sous la forme d’une représentation d’état :

(2.4)

Propriété 3. Tout systeme dynamique a entrées bornées ayant un état initial fixé peut étre
approché sur une séquence de taille finie [0; 7] avec une précision arbitraire par un réseau de
neurone bouclé [16].

Guillaume LAURENT ENSMM



10 CHAPITRE 2. RESEAUX DE NEURONES FORMELS

FIGURE 2.4 — Réseau de neurones bouclé sous forme canonique.

2.4 Intéréts des réseaux de neurones pour la modélisation

Propriété 4 (parcimonie). Pour une précision donnée, le nombre de parametres des approxi-
mateurs non linéaires croit linéairement avec le nombre de variables, alors qu’il croit exponen-
tiellement avec ce nombre dans le cas des approximateurs linéaires LP [1].

Les modeles linéaires par rapport a leurs parametres (LP) se heurtent & 1’explosion com-
binatoire du nombre de leurs parametres des que 'on s’intéresse a des espaces de dimensions
importantes. Les modeles non linéaires peuvent au contraire étre parcimonieux.

ENSMM Guillaume LAURENT



Chapitre 3

Modélisation statique

Pour modéliser un systeme, deux types de modele existent. Les modeles de connaissance
sont issus de ’analyse des observations et mis en équations a 1’aide d’une théorie. Ils ont une
valeur prédictive et valeur explicative;

Les modeles « boite noire » sont réalisés directement a partir de données expérimentales. Ils
ont une valeur prédictive mais pas de valeur explicative.

On s’intéresse dans ce cours a la modélisation de type « boite noire ». Concretement, on
dispose d’un ensemble de N mesures de la grandeur de sortie correspondant a N valeurs de la
grandeur d’entrée :

{xhyh) (), Ny} (3.1)

On cherche alors une fonction paramétrée g(x, w) qui représente le comportement statique du
systéme « au mieux » (voir plus loin).

On distingue également deux types de modeles « boite noire ». Les modeles non adapta-
tifs sont réalisés a partir des mesures réalisées lors d’une campagne initiale (modélisation hors
ligne). Pendant leur utilisation, les parametres des modeles non adaptatifs ne sont plus modi-
fiés. Les modeles adaptatifs sont, a l'inverse, corrigés en permanence par rapport aux mesures
courantes (modélisation en ligne). Pendant leur utilisation, les parametres de ces modeles évo-
luent.

3.1 Définitions et objectifs

On considére un systéme statique entrées/sortie comme représenté en figure 3.1. x est la
grandeur d’entrée du systeme (x € R™). y est la grandeur de sortie du systeme (y € R). y
ne dépend que de x a l'instant présent et pas du passé du systeme. On suppose que y est
mesurable. Nous supposons ici que la sortie est un scalaire pour simplifier les notations et la
compréhension du cours, mais tout ce qui suit est valable pour une sortie vectorielle.

Définition 4. La modélisation statique consiste a modéliser le comportement statique d’un
systeme.

X —» 2?2 —»y

FIGURE 3.1 — Systéme statique entrées/sortie.

11



12 CHAPITRE 3. MODELISATION STATIQUE

y dépend de x mais cette dépendance n’est pas parfaitement déterministe car des facteurs
inconnus ou non mesurables produisent des effets faibles et imprévisibles, de plus il y a sou-
vent un bruit de mesure. On considere alors que y est une réalisation de la variable aléatoire
y. L’objectif est donc d’estimer I’espérance mathématique de y pour une grandeur d’entrée x,
notée E Mx] et appelée régression de y par rapport a x.

Pour définir analytiquement l'objectif précédent, on utilise un critere. Le critere le plus
courant est la somme quadratique des déviations des mesures aux prédictions du modeles
(méthode des moindres carrés). On suppose dans ce cas que la mesure de la sortie est entachée
d’un bruit gaussien. Il existe d’autres critéres qui ne sont pas traités ici mais qui peuvent étre
plus pertinents dans certains cas.

Définition 5. Soit I’ensemble des N mesures suivant :

{xhyh) (), Ny} (3.2)

On appelle critere (ou cout) quadratique total la fonction :
N N 5
J(w) =3 T w) =375 (v — glxF ) (3.3)
k=1

JF(w) est un cotit partiel.

g désigne le modele paramétrique. g(x, w) représente donc la valeur de la sortie du réseau
de neurones de parametres w auquel on présente le vecteur x en entrée.

Dans le cas particulier d’un réseau de neurone a une couche cachée (tanh) et ayant un
unique neurone de sortie linéaire, si k désigne le neurone de sortie, g s’écrit :

g(x, w) = woi, + Z wjj, tanh (woj + Zwijxi> (3.4)

jepred(k) =1

L’objectif est donc de trouver les parametres w tels que le critére quadratique total J(w)
soit minimum.

3.2 Apprentissage

3.2.1 L’apprentissage : un probléeme d’optimisation

On cherche & déterminer les poids w;; des connexions qui minimisent le critere J(w).

Définition 6. On appelle apprentissage la recherche des poids w qui minimisent le critere
J(w).

On se situe ici dans le cadre de 'apprentissage supervisé car on dispose d’un ensemble de
couples de mesures de ’entrée et de la sortie correspondante.

Comme il s’agit de modeles non linéaires, il n’y a pas de solutions analytiques. On utilise
alors des méthodes d’optimisation numériques.

Les algorithmes du premier ordre modifient le vecteur des parametres w en fonction du
gradient du cott total V.J(w). Les algorithmes classiques sont :

— plus forte pente (& pas fixe ou optimal),

— gradient conjugué,

— resilient propagation (RPROP) [12].

ENSMM Guillaume LAURENT



3.2. APPRENTISSAGE 13

L’algorithme RPROP est un algorithme de minimisation spécialement congu pour les ré-
seaux de neurones. Son efficacité est proche de celle des algorithmes du second ordre. L’idée
maitresse est tres simple : on ne tient compte que du signe des composantes du gradient de J.

On mémorise un coefficient p;; d’apprentissage par poids. A chaque itération, chaque ;;
est mis a jour selon la regle suivante :

0tk i (t—1) si 2L (t—1) % 22 (1) > 0

( -1 ow;j ow;
pig(t) = Q07 * it = 1) si g (t— 1) % () <0 (3.5)
pij(t —1)  sinon
Les poids sont ensuite mis a jour par :
. oJ
wij(t) = wij(t — 1) — pij(t) = sign | (1) (3.6)
Wi j

Quand la composante du gradient change de signe, on commence par annuler la derniéere
correction (back-track) avant d’appliquer la nouvelle correction (détails d’implantation dans

[12]).

Cependant, on utilisera de préférence un algorithme du second ordre, comme :
— quasi-Newton (BFGS, DFP),

— Gauss-Newton,

— Levenberg-Marquardt.

3.2.2 Calcul du gradient

Tous les algorithmes d’apprentissage nécessitent de calculer le gradient du coiit total ou
partiel, or :

N

N
Vwd =V Y JF=) V,J* (3.7)
k=1 k=1

Il suffit donc de calculer le gradient du cotiit partiel, deux méthodes de calcul existent :

— calcul du gradient par rétropropagation [15]

— calcul du gradient dans le sens direct [§]

Le calcul dans le sens direct est généralement plus couteux en temps de calcul, de sorte
qu’il n’est utilisé que lorsque le calcul par la rétropropagation est impossible. Nous présentons
donc ici le calcul du gradient par rétropropagation.

Rappel :

oJk  aJ* *
\v4 k _
WJ N <8w01’ 8w02’ o ) (3‘8)

Par définition, w;; n’intervient que dans le calcul du potentiel du neurone j :

n
a; = wo; + Z WpjSp (3.9)
pepred(j)

Donc, on peut écrire :
aJk _ aJk Oa; aJ*

Owij N 8(Ij ﬁwij - aaj 5 (3'10)

Guillaume LAURENT ENSMM



14 CHAPITRE 3. MODELISATION STATIQUE

Si le neurone j est un neurone de sortie :

oJk o 1, , )
ale = aﬁq(g(?/j —55)7)

- 5 G ~ 1))
= fi(ay)(Fy(a) ) (3.11)

De plus, si j est un neurone de sortie linéaire (identité), alors :

aJ*
G =T K (3.12)
J

Si le neurone j est un neurone d’une couche cachée, J* ne dépend de a; que par I'intermé-
diaire des potentiels des neurones successeurs du neurone j, donc :

aJk Z oJk dam

e - 1
a(lj 8am 8(1]- (3 3)

mesucc(j)

Or, pour tout neurone m successeur de j, on a :

am = Z WpmSp = Z Wpm fp(ap) = wjm fj(a;) + Z Wi fp(ap)  (3.14)

pEpred(m) pEpred(m) pepred(m),p#£j
Donc :

da,
D0, Wi f}(az) (3.15)

Et finalement :

oJ* oJ*
0. fi(a;) Z da.. Wim (3.16)
J mesucc(j) m

Résumé du calcul du gradient par rétropropagation :

—_

. calcul du potentiel et de la sortie de tous les neurones (sens direct) pour la mesure k,
2. calcul des dérivées partielles relatives a ’activation des neurones de sorties,

3. calcul des dérivées partielles relatives a l’activation des neurones cachés (sens rétrograde
si plusieurs couches),

4. calcul du gradient du cout partiel pour la mesure k pour tous les poids.

Pour que les algorithmes d’optimisation fonctionne bien, il est important d’initialiser avec
soins les parametres initiaux du réseaux [3]. On adopte généralement les regles suivantes :
— initialisation des seuils wq; a 0,
— initialisation des autres poids : non nulle et bornée pour s’assurer que les potentiels aient
une variance de 1 (il est classique d’effectuer un tirage aléatoire uniforme entre —wpqx
et War AVEC War < ﬁ)

ENSMM Guillaume LAURENT



3.3. METHODOLOGIE DE CONCEPTION D’UN MODELE STATIQUE NEURONAL 15

3.3 Meéthodologie de conception d’un modele statique neuronal

3.3.1 Prétraitements des données

La plupart des données doivent étre prétraitées avant d’étre utilisées avec un réseau de
neurones. Le tableau suivant propose un codage dans R" des différents types de valeurs que
I’on peut rencontrer.

Type Codage

valeur réelle bornée une composante centrée et normée

valeur binaire une composante a valeur dans {0;1} ou
{-1;1}

valeur ordinale une composante réelle centrée et normée

valeur nominale (qualitative) autant de composantes binaires que de va-
leurs possibles (codage « un parmi c¢» ou
codage « grand-mere »)

On peut généralement réduire de fagon significative la dimension des entrées a ’aide d’une
analyse en composantes principales ou curvilignes. L’apprentissage n’en sera que plus rapide et
le réseau plus petit.

Enfin, dans le cas d’un systeme a plus d’une sortie, on procédera de la maniére suivante :

— si les sorties sont linéairement dépendantes, on peut utiliser un unique réseau,

— si les sorties sont linéairement indépendantes, on utilisera autant de réseaux que de sorties.

3.3.2 Elaboration du modéele

La démarche d’élaboration d’un modele suit généralement les étapes suivantes :
1. choix de la structure du réseau,
2. choix du nombre de neurones cachés,

3. choix de l'algorithme d’apprentissage (on choisira un algorithme du second ordre et a
défaut 'algorithme RPROP),

4. réalisation de plusieurs apprentissages pour éviter les minima locaux,
5. retour aux étapes 1 ou 2 en fonction des résultats de la validation,

6. élagage.

3.3.3 Validation et sélection de modeles

Le but de la validation est de vérifier la réaction du réseau et d’éviter le sur-apprentissage.
De nombreuse méthodes de validation existent : la validation simple, la validation croisée, le
bootstrapping, etc.

La validation simple consiste a séparer I’ensemble des mesures en deux sous-ensembles : un
ensemble d’apprentissage (généralement 2/3 des données) et un ensemble de validation (1/3
des données). On calcule ensuite le critere total sur les deux ensembles apres apprentissage sur
I’ensemble d’apprentissage, et ce pour un nombre croissant de neurones cachés (cf. figure 3.2).
Le graphe obtenu permet de choisir la complexité évitant le surapprentissage.

3.4 Conclusion

Les modeles neuronaux ne nécessitent pas la recherche d’une solution analytique et peuvent
donc modéliser a priori tout types de systemes non linéaires. Il nécessitent en revanche la
recherche d’une solution numérique par optimisation (problémes de minima locaux et du temps

Guillaume LAURENT ENSMM



16 CHAPITRE 3. MODELISATION STATIQUE

Bonne Sur
N Généralisation apprentissage

Erreur
moyenne

Base validation

wrentissage

>

Complexité £ du modéle

FI1GURE 3.2 — Graphique de validation simple

de calcul). Leur mise en oeuvre est relativement indépendante de la complexité du systéme a
modéliser. On remarque aussi que les modeles neuronaux sont tres robustes aux bruits. Enfin,
un intérét majeur est leur compacité pour des problemes de grandes dimensions.

ENSMM Guillaume LAURENT



Chapitre 4

Discrimination

Le classement (ou discrimination) affecte un nouvel objet dans une des classes existantes.
Le traitement des données est supervisé : on dispose au préalable d’'un ensemble de N objets
classés (ou étiquetés) en ¢ sous-ensembles (classes).

La classification (ou partitionnement ou encore clustering) a pour objectif la constitution
de classes d’objets a partir d’un ensemble de N descripteurs non classés. Le traitement est non
supervisé (les objets ne sont pas étiquetés).

Ce chapitre traite de 'usage des réseaux de neurones dans le cas du classement.

[
c [ ]
[ ]
1
° ? c °
), & ° 3
®
o *c °
° 2 o
(a) Classement (b) Classification

FIGURE 4.1 — Classement versus classification

4.1 Définitions

4.1.1 Notion de descripteur

Définition 7. On appelle descripteur un ensemble de valeurs quantitatives ou qualitatives
représentant un objet

Un descripteur peut contenir :

— des valeurs réelles (bornées),

— des valeurs binaires,

— des valeurs nominales (qualitatives),
— des valeurs ordinales.

Exemple { marque=peugeot, kilométrage=125000, couleur=rouge, cabriolet=faux, état=>bon, etc.}

Dans la plupart des cas, il est nécessaire pour les besoins du classifieur de coder un descrip-
teur dans R™.

17



18 CHAPITRE 4. DISCRIMINATION

FIGURE 4.2 — Un perceptron et son interprétation géométrique.

4.1.2 Classifieurs séparateurs et probabilistes

Définition 8. Un classifieur séparateur est une fonction qui affecte une classe a un descripteur
(prend une décision).

Exemple On estime qu’un individu mesurant 1,80m est un homme

Un descripteur est la réalisation d’une variable aléatoire. On peut estimer les probabilités
conditionnelles d’appartenance a posteriori sachant la réalisation du descripteur : ¢’est I'objectif
d’un classifieur probabiliste.

Définition 9. Un classifieur probabiliste est une fonction qui calcule les probabilités d’appar-
tenance a posteriori (sachant le descripteur) d’un objet a chacune des classes (nécessite un
étage supérieur pour prendre une décision).

Exemple On estime qu’un individu mesurant 1,80m a une probabilité de 0,05 d’étre une femme et de
0,95 d’étre un homme

4.2 Classifieurs séparateurs définis par un hyperplan pour un
probleme a deux classes

Dans cette section, on s’intéresse aux problemes a deux classes.

4.2.1 Définitions

On considere qu’un objet est représenté par un vecteur x. On dispose d’un ensemble d’ap-
prentissage {x*,y*}r—1 5 n, ol les y* appartiennent & {—1;1}.

Définition 10. On appelle hyperplan séparateur un hyperplan qui sépare parfaitement les
deux classes.

Il n’existe pas toujours d’hyperplan séparateur, on se contentera alors de chercher I'hyper-
plan le plus discriminant.

Les premiers algorithmes de recherche d’un hyperplan séparateur par apprentissage ont été
proposés a la fin des années 1950 [13, 17].

4.2.2 Algorithme du perceptron

On définit un classifieur a 'aide d’un neurone linéaire appelé perceptron [13].
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Son potentiel s’écrit :
n
h(x) = wo + sz’l‘z’ =wy+ x.W (4.1)
i=1

L’hyperplan h(x) = 0 est I'hyperplan associé au perceptron.
On cherche & minimiser la fonction de cout définie par :

N
Jp(w) = Z J]]:(W) avec
k=1

{ﬁmwzwmﬂ>ah@%wso w2

J;f(w) =0 sinon
L’algorithme du perceptron consiste a modifier les parametres a chaque présentation d’un
exemple selon la regle suivante :
— si 'exemple est mal classé (h(x*)y* < 0), on applique w(k) = w(k — 1) + v*x* et
wo(k) = wo(k — 1) + ¢,
— si exemple est bien classé (h(x*)y* > 0), les parametres sont inchangés.
Les parameétres initiaux sont choisis au hasard (ou nuls).

Propriété 5. 'algorithme du perceptron converge vers un hyperplan séparateur en un nombre
fini d’itérations [2] ssi les exemples sont linéairement séparables.

Si les exemples ne sont pas linéairement séparables, I’algorithme ne converge pas. Deux cas
indistinguables sont donc possibles : les exemples sont linéairement séparables mais on n’a pas
encore atteint la convergence, les exemples ne sont pas linéairement séparables.

Pour cette raison, d’un point de vue pratique, on utilise peu cet algorithme qui est surtout
intéressant d’un point de vue historique.

4.2.3 Algorithmes des moindres carrés
Algorithmes des moindres carrés avec un neurone linéaire

On cherche & minimiser la fonction de cott quadratique relative au potentiel du neurone :

N
Jo(w) = (" = h(x"))? (4.3)

k=1

On peut alors trouver une solution en utilisant :

— la méthode des moindres carrés (résolution des équations normales),

— une méthode de minimisation itérative ou récursive (Widrow-Hoff).

L’hyperplan obtenu est nommé hyperplan « MC-potentiel ».

Que les exemples soient linéairement séparables ou non, la fonction de cotut sur le potentiel
possede un seul minimum et on obtient donc une solution. Malgré tout, méme si les exemples
sont linéairement séparables, ’hyperplan « MC-potentiel » ne les séparent pas nécessairement :
cela dépend de la distribution des exemples.

Algorithmes des moindres carrés avec un neurone a sigmoide

On cherche & minimiser la fonction de colt quadratique relative a la sortie d’un neurone a
activation sigmoide :

N
Taw) =3 (v — 1))’ (1.4)

k=1
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20 CHAPITRE 4. DISCRIMINATION

On peut alors trouver une solution en utilisant un algorithme de minimisation itératif ou
récursif. L’hyperplan obtenu est nommé hyperplan « MC-sigmoide ».

Si les exemples sont linéairement séparables, le cout peut étre annulé en saturant la sig-
moide jusqu’a quasiment obtenir un échelon. L’hyperplan obtenu est généralement positionné
de maniere équilibré par rapport aux exemples marginaux.

Si les exemples ne sont pas linéairement séparables, ’hyperplan se positionne dans la zone
de recouvrement et la sigmoide n’est pas saturée.

4.2.4 Algorithme de Ho et Kashyap

Si les exemples sont linéairement séparables, il existe un vecteur « positif » b tel que :

ylh(xk) y! ylx% o ylx% wo
yNh(XN) yN nyiV . nyUr]:[ w,
On cherche donc & annuler le cott suivant :
1
Js(w,b) = 5||Mw — b|? (4.6)

Pour tout b « positif », on peut déterminer un vecteur w optimal, en écrivant :
w=(M'M)"'M"b (4.7)

Il reste a estimer b par descente de gradient sous la contrainte de garder un vecteur
« positif », on a :

VpJs = —(Mw — b) = —e (4.8)
La regle de Ho et Kashyap [5] consiste a modifier itérativement b par :
b(k+ 1) = b(k) + p(e + |e]) (4.9)

Propriété 6. L’algorithme converge vers une valeur nulle de J si les exemples sont séparables
et vers une valeur strictement positive sinon.

Cet algorithme est principalement employé pour déterminer si les exemples sont linéaire-
ment séparables ou non.

4.3 Classifieurs probabilistes neuronaux

4.3.1 Définitions

La probabilité a priori d’appartenance d’un objet & une classe ne tient pas compte de son
descripteur.

Exemple Un indiwidu quelconque a une probabilité de 0,51 d’étre une femme et de 0,49 d’étre un
homme

La probabilité a posteriori d’appartenance d’un objet a une classe tient compte de la valeur
de son descripteur.

Exemple Un individu mesurant 1,80m a une probabilité de 0,05 d’étre une femme et de 0,95 d’étre
un homme
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4.3. CLASSIFIEURS PROBABILISTES NEURONAUX 21

Un classifieur probabiliste a pour objectif de calculer la probabilité a posteriori d’apparte-
nance d’'un objet a une classe.

Si l'on considere un probleme a deux classes exclusives {c1;ca2} et que 'on note P; et P,
les probabilités d’appartenance a priori, c’est-a-dire :
P1 =P [g = Cl]
PQ =P [g = CQ]
Si I'objet appartient a la classe c1, le vecteur aléatoire x possede la densité de probabilité
conditionnelle fyc, (x).
Si I'objet appartient a la classe co, le vecteur aléatoire x possede la densité de probabilité

conditionnelle fy/c,(x).
Puisqu’il n’y a que deux classes exclusives, on a la relation :

P1f§|cl (X) + P2f§|cz(x) = f{(x) (410)

fx(x) est la densité de probabilité inconditionnelle de x

La relation de Bayes fournit ’expression des probabilités a posteriori :

P, (x
Plc=¢lx] = M (4.11)
fx(x)
Remarque : on a bien Plc =c¢i1|x] +Plc=c2|x] =1et 0 <Plc=¢i|x] < 1
Le classifieur séparateur de Bayes attribue x a la classe ¢ si :
Plc = c1|x] > P[c = c2|x] (4.12)

Une propriété du classifieur de Bayes est qu’il minimise ’erreur de classement.

Pour un probleme a c classes, si {P; = P[c = ¢;]}i=1 4 ¢ est 'ensemble des probabilités a
priori des c classes, et si { fx|c, (X)}i=1 4 c est 'ensemble des densités conditionnelles relatives a
chacune des c classes, alors la densité de probabilité inconditionnelle de x est donnée par :

Fx(x) =) Pifse,(%)
i=1

La relation de Bayes fournit alors les probabilités a posteriori :

Ple = cx] = D S350

fx(x)

Un objet ayant un descripteur x est attribué a la classe c; si :

Vi#j Plec=cj|x] >Plc=c|x] (4.13)

La relation de Bayes permet donc de calculer les probabilités a posteriori si 'on connait :
— les probabilités a priori,
— les densités de probabilité conditionnelles.
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22 CHAPITRE 4. DISCRIMINATION

Malheureusement pour un probléme réel on ne les connait généralement pas! Deux ap-
proches sont néanmoins possibles. Si ’on connailt un ensemble de descripteurs déja classés, on
peut :

— estimer les probabilités a priori et les densités de probabilité conditionnelles ; pour estimer
les densités de probabilité conditionnelles, il existe deux catégories de méthodes : les
méthodes paramétriques font une hypotheése sur la forme des densités (une loi normale
par exemple) et les méthodes non paramétriques calculent une estimation des densités
sur la base des exemples (méthode des noyaux, k plus proches voisins, etc.);

— estimer directement les probabilités a posterior: sans utiliser la relation Bayes.

C’est dans cette derniere catégorie que se situent les classifieurs probabilistes neuronaux.

4.3.2 Problémes a deux classes

On considere un probleme a deux classes.
On considere qu’un objet est représenté par un vecteur de la forme :

x=(z1 33 ... 2p)" (4.14)

On dispose d’un ensemble d’apprentissage {x* y¥}1—1 & v, oll les y* appartiennent & {0;1}.
Comme il n’y a que deux classes, on a :

Ply=1lx] =1-P [y =0|x] (4.15)

Il suffit donc d’estimer une des deux probabilités.
On utilise généralement le critere de coiit quadratique!. :

N N 1 9
Jw) =3 TEw) =7 (v - gt w) (4.16)
k=1

2
k=1

g est Destimation de E [y|x].
Comme D'espérance mathématique d’un variable aléatoire discrete est définie par :

C
E @] = Z y; P [y = yi] (4.17)
i=1
Comme y; =0et yo=1,0n a:

E[ylx] =Py =1]x] (4.18)

L’objectif est donc de trouver les parametres w tels que le critére quadratique total J(w)
soit minimum.

La fonction g est calculée par un réseau de neurones. On choisit un réseau avec :
— n entrées (n étant la dimension du vecteur x),

— une ou plusieurs couches cachées a activation sigmoide,

— un neurone de sortie & fonction d’activation «logistique » (& valeur dans [0; 1]).

4.3.3 Problemes a plus de deux classes

Pour un problemes a c classes, trois approches sont envisageables :

— utiliser un seul réseau comportant c sorties,

— utiliser ¢ réseaux « grand-mere » (chaque réseau donnant la probabilité d’appartenance a
une classe par rapport a toutes les autres),

— utiliser ¢(¢ — 1)/2 réseaux classifieurs de paires de classes (chaque réseau donnant la
probabilité d’appartenance a une classe par rapport a une autre).

1. On utilise aussi couramment le critére de cott de I’entropie croisé.
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Mise au point d’un seul classifieur

Dans ce cas, on choisit un réseau avec :

— n entrées (n étant la dimension du vecteur x),

— une ou plusieurs couches cachées a activation sigmoide,

— ¢ neurones de sortie a fonction d’activation « logistique » ou a fonction d’activation de
Gibbs (sorties normalisées),

Le codage des sorties est du type « grand-mere » a valeur dans [0; 1]°.

Dans ces conditions, le critere quadratique s’écrit :

ZZ (yj — g;( (x* W)>2 (4.19)

k=1 j=1

Mise au point de c réseaux « grand-mere »

On utilise un réseau par classe. La sortie g;(x, w) d’un réseau donne une estimation de la
probabilité a posteriori que x appartienne a la classe j.

On procede a 'apprentissage de chaque réseau comme pour un probléme a deux classes.

Les sorties n’étant pas contraintes, on a bien souvent :

S gi(xw) # 1 (4.20)
j=1

La meilleure solution consiste a normaliser et écrivant :

Plc=alx] = 20" (121)
;1 gj(X, W)

Mise au point de ¢(c — 1)/2 réseaux classifieurs de paires de classes

Chaque réseau calcule une estimation de la probabilité a posteriori d’appartenance a une
classe par rapport a une autre que l’on note :

Pij =Plc=ci|x € ¢;Ucj] (4.22)

On montre [11] que la probabilité a posteriori que 'on désire estimer s’écrit :

1
Plc = ci|x] = - (4.23)
2—c+ > %
i=Li#j "

Ici encore, il peut étre nécessaire de normaliser ces estimations.

Cette méthode fournit des informations utiles sur la représentation des objets. On peut
constater par exemple que deux classes sont linéairement séparables ou non, que certaines
entrées sont plus significatives pour distinguer deux classes...

4.4 Méthodologie de conception

1. Traitements des entrées :
— choix d’un bonne représentation des objets (descripteur),
— réduction de la dimension des entrées,
— données suffisantes (Cover).

2. Elaboration du classifieur :
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24 CHAPITRE 4. DISCRIMINATION

— tester la séparabilité linéaire de chaque paire de classes (avec Ho et Kashyap),

— pour les classes séparables linéairement (ou presque) utiliser les approches « classiques »,
— pour les classes non séparables linéairement utiliser un classifieur neuronal,

calculer les probabilités d’appartenance a posteriori avec la formule de Price,

— fixer des seuils de décision pour définir des classes de rejet.

3. Validation :
— validation simple, validation croisée, etc.
— sélection des entrées et des classifieurs.

On estime généralement la performance d’un classifieur séparateur par le taux d’exemples
mal classés sur un ensemble de validation (ou par validation croisée) qui correspond & une
estimation de la probabilité d’erreur de classement :

m
p=— 4.24
P=x (4.24)
avec m le nombre d’exemples mal classés.
Il faut cependant relativiser 'importance a accorder a cette estimation comme le montre ce
calcul des intervalles de confiance (& 95%) sur quelques cas de figure :

N, = 50 N, = 250
sip=0% [0%; 8% [0%; 2%]
sip=5% [1%; 15%] (2, 5%; 9%]
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Chapitre 5

Modélisation dynamique

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la modélisation d’'un processus dynamique en temps
discret. Pour simplifier les notations, nous supposons ici que l'entrée et la sortie sont des
scalaires.

Le processus est soumis & une commande et a des perturbations (cf. figure 5.1). On dis-
tingue deux catégories de perturbations, les perturbations mesurables et les perturbations non
mesurables (bruits). Les commandes et les perturbations mesurables seront considérés comme
des entrées du modele.

5.1 Définitions et objectifs

5.1.1 Modeles-hypotheses

En ce qui concerne les perturbations non mesurables, on fait généralement une des trois
hypotheses suivantes :

— hypothese « bruit de boucle » (bruit d’état, equation error),

— hypothese « bruit de sortie » (output error),

— hypothese « bruit de sortie et bruit de boucle ».

On fait également des hypothéses sur la structure du modeéle. On parle alors de modéle-
hypothese. Un modele-hypothese traduit le fait que ’on fait une hypothese sur la structure du
systéme (ordre, retard, etc.) et sur le type de bruit (bruit de sortie, bruit de boucle, etc.).

On considére généralement deux architectures de modeles-hypotheses :

— modeles-hypotheses entrée-sortie (transfer-function model) : la sortie dépend de la com-

mande, des commandes passées et des sorties passées,

— modeles-hypothéses d’état (state-space model) : la sortie dépend de la commande et d’une

variable interne appelée état.
¢ b(k)

ulk) —» 4 ——» (k)

FIGURE 5.1 — Processus soumis & une commande u et a une perturbation b
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| 4 A
-1 ulk) o ulk=m)

y(k=n)

FIGURE 5.2 — Modele-hypotheése E/S avec bruit de boucle

5.1.2 Prédicteurs

Pour un modele linéaire les deux représentations sont équivalentes, pour un modele non
linéaire la représentation d’état est plus générale et plus parcimonieuse, mais la représentation
entrée-sortie est plus simple & mettre en oeuvre [7].

L’objectif général de la modélisation dynamique est de trouver un modele-hypothese adapté
au processus et d’identifier les parametres de ce modele afin de prédire au mieux la sortie du
processus.

Définition 11. Un prédicteur fournit une estimation y(k) de l'espérance mathématique de la
sortie y(k) du processus a 'instant k en fonction d’informations passées observées (commandes,
sorties).

5.1.3 Modélisation dynamique « boite noire »

La modélisation dynamique « bolte noire » consiste a trouver les parametres d’un modele
qui minimisent les erreurs de prédictions. Pour définir analytiquement cet objectif, on utilise un
critere. Le critere le plus courant est I’erreur quadratique moyenne. Comme pour la modélisation
statique, il existe d’autres critéres qui ne sont pas traités ici mais qui peuvent étre plus pertinents
dans certains cas.

Définition 12. On dispose d’un ensemble de N mesures consécutives de la grandeur de sortie
et de la grandeur de commande du processus :

{(u(1),y(1)), (w(2),9(2)), ... (WdN),y(N))} (5.1)

On appelle erreur quadratique moyenne, la fonction :
N 1 N
o (k) — (k) = 377 (52)

k=1 k=1

J =

5.2 Modeles-hypotheses entrée-sortie et prédicteurs associés

5.2.1 Modele-hypothése E/S avec bruit de boucle

Ce modele (cf. figure 5.2) postule I'existence d’une fonction (déterministe) & telle que :

y(k) =&(y(k — 1), ....y(k —n),u(k),...,u(k —m)) + by(k) (5.3)

avec :
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? (k)

RN

k& &

y(k=1) -« y(k=n) ulk) - u(k—m)

FIGURE 5.3 — Prédicteur neuronal associé au modele-hypothese E/S avec bruit de boucle

— y(k) la sortie,

— n P'ordre du modele,

— u(k) la commande,

— m lordre relatif aux commandes du modele,

— by(k) un bruit de boucle additif supposé blanc gaussien.
Le prédicteur théorique associé est :

y(k)=gylk —=1),....y(k —n),u(k),...,u(k —m)) (5.4)

Ce prédicteur est optimal car si g correspond exactement a £, la variance de ’erreur entre
le prédicteur et la sortie est égale au bruit (é(k) = y(k) — y(k) = bp(k)).

On remarque que ce prédicteur est « non bouclé ». Dans le cas linéaire (modele ARX), g
s’écrit :

yk) = —ary(k — 1) — ... — apy(k — n) + bou(k) + ... + bpu(k —m) (5.5)

Dans le cas d’un prédicteur neuronal, g est calculé par un réseau de neurones non bouclé

prenant en entrée le vecteur x = (y(k—1) -+ y(k—n) wk) --- u(k—m)) (cf. figure
5.3).

Pour trouver les parametres minimisant 1’erreur quadratique moyenne, on procede a un ap-
prentissage type « modélisation statique » (voir chapitre précédent) avec les données suivantes :

yin) - y@)  un41) - uln—m 1) y(n+1)
o [P e ) )| a2
yN-1) - y(N=n) u(N) - u(N-m) y(N)

5.2.2 Modele-hypothése E/S avec bruit de sortie

Ce modele (cf. figure 5.4) postule Iexistence d’une fonction ¢ telle que :
y(k) = &(y(k = 1) = bs(k = 1), ... y(k = n) = bs(k —n),u(k), ..., u(k —m)) + bs(k)  (5.7)

avec bg(k) un bruit de sortie additif supposé blanc gaussien.
Le prédicteur théorique associé est :

yk) =gyt —1),....,y(k —n),u(k),...,u(k —m)) (5.8)
Ce prédicteur est « bouclé ». Dans le cas linéaire (modele OE), g s’écrit :

k) =—=figlk —1) — ... = foy(k —n) + bou(k) + ... + bpu(k —m) (5.9)

Guillaume LAURENT ENSMM



28 CHAPITRE 5. MODELISATION DYNAMIQUE

g T A A
y(k=1)=b,(k=1) ... ulk) - ulk=m)

y(k=n)=b,(k—n)

FIGURE 5.4 — Modele-hypothése E/S avec bruit de sortie

Plk—n)

FIGURE 5.5 — Prédicteur neuronal associé au modele-hypothese E/S avec bruit de sortie

Pour des conditions initiales différentes, si le prédicteur est stable, 'erreur tend asymptotique-
ment vers le bruit.

Dans le cas d’'un prédicteur neuronal, g est réalisée par un réseau de neurones bouclé pre-
nant en entrée le vecteur x = (y(k—1) -+ glk—n) u(k) --- u(k—m)) (cf. figure 5.5).
Comme le réseau est bouclé, le calcul du gradient est réalisé par rétropropagation a travers
le temps (backpropagation through-time) [14]. On dit que Iapprentissage est non dirigé par
opposition a 'apprentissage d’un prédicteur non bouclé ou I'apprentissage est dirigé.

On utilise un réseau d’apprentissage réalisé par N « copies » du réseau initial (cf. figure 5.6).
On note wfj la copie k£ du poids w;;. Toutes les répliques wfj ont la méme valeur w;;, mais pas
la méme action sur le cout J. On a :

N
aJ ¥ oJ (5.10)

) k
Ow;;j P awij

Comme w;; n’intervient que dans le calcul du potentiel du neurone j, on a :

aJ  aJ daj(k)  dJ

1)

si(k) (5.11)

ol a;(k) est le potentiel du neurone j a I'instant & et s;(k) la sortie du neurone 7 a l'instant k.
Si j est un neurone caché, on utilise I’équation de rétropropagation classique (cf. chapitre
3) :
oJ y oJ
= fi(a;(k 2w 5.12
3aj(k) f](a]( )) Z )8am(k)w]m ( )

meésucc(j

Si j est un neurone de sortie, a;j(k) influence directement J* et indirectement les J' pour
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e(n+1) e(n+2) ¢(N)
y(n+1) y(n+2) y(N)
y(n n+1 y(n+2 y(N-1 V(N
y(n) y(n+1) y(n+2) y(N-1) y(N)
. >
(n=1) 3(n) $(N=2)
(1) RN 7(2) RN *ee y(N=n) RN
u(n+1) u(n+2) u(N)
u(n—m+l) Copie n+1 u(n_m+2) Copie n+2 u(N—m) Copie N

FIGURE 5.6 — Réseau d’apprentissage réalisé par N —n — 1 « copies » du réseau initial (modele-
hypothese E/S avec bruit de sortie)

[ >k, on a donc :

aJ aJk N oo
= + 5.13
050~ 90y 2, Ty (5.13)
Le premier terme se calcule directement :
aJ* 1,
90, (k) ~ 1103 (k) (f(aj (k) — y; (k) (5.14)

Pour le deuxiéme terme, on remarque que tous les J! pour I > k ne dépendent de a;(k)
que par intermédiaire des potentiels des neurones recevant la sortie du neurone j de la copie
k, c’est-a-dire tous les neurones de la premieére couche des copies k + 1 & k + n, on peut donc
écrire :

Z Z Z oJ! Oam(k + p)
l:k’-i-l l=k+1 p=1 mesucc(i) aam(k: + p) 8(1](k)
i=succ(j,k+p)

N n BJZ
- Z Z Z mwimfj{(aj(k)) (5.15)

l=k+1 p=1 mesucc(i)
i=succ(j,k+p)
avec succ(j, k + p) l'indice de l'entrée de la copie k + p recevant la sortie du neurone j de la
copie k.
l 7 . 7 7 7’ .
Comme m = 0 pour [ < k + p, ’équation précédente peut s’écrire :

N
8Jl a.J" ,
da; Z Z Z mwimfj(aj(k))
I=k+1 I=n+1p=1 meEsucc(s)
i= succ(] k+p)
oJ
_ B 1
f] CLJ Z me;m() 8am(k‘+p)w (5 6)

i=succ(j,k+p)
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borr o2t A

ylk=1) o ylk=n) u(k) - ulk—m) é(k—p)

FIGURE 5.7 — Prédicteur neuronal associé au modele-hypotheése E/S avec bruit de sortie et de
boucle

En résumé, si j est un neurone de sortie, on a :

o0J
daj(k)

= @R (F(as(0) = vy (k) + (s Z > Gt 517

mesucc(i)
i=succ(j,k+p)

Résumé du calcul du gradient par rétropropagation a travers le temps :

1. calcul du potentiel et de la sortie de tous les neurones pour tous les instants £ de 1 a IV
(sens direct),

2. calcul des dérivées partielles relatives a ’activation des neurones pour tous les instants k
de N a1 (sens rétrograde),

3. calcul du gradient du cout pour toutes les copies de tous les poids,

4. calcul du gradient du coiit pour tous les poids.

5.2.3 Modele-hypothése E/S avec bruit de sortie et de boucle

Ce modele postule I'existence d’une fonction £ telle que :
yk) =&k —1),...,y(k —n),u(k),...,u(k —m),bs(k — 1),....,b5(k — p)) + bp(k) (5.18)
Le prédicteur théorique associé est :

y(k) = g(y(k = 1), ... y(k —n),u(k), ..., u(k —m),é(k — 1), .., é(k — p)) (5.19)

avec : é(k) = y(k) — y(k).
Ce prédicteur est « bouclé ». Dans le cas linéaire (modele ARMAX), g s’écrit :

y(k) = —ary(k — 1) — ... —apy(k — n) + bou(k) + ... + bpyu(k — m) + c1é(k — 1) + ... + cpé(k — p))
(5.20)

Comme pour le prédicteur associé au modele avec bruit de sortie, pour des conditions initiales
différentes, si le prédicteur est stable, I'erreur tend asymptotiquement vers le bruit.

Dans le cas d’un prédicteur neuronal (cf. figure 5.7), ¢ est réalisée par un réseau de neurones
bouclé prenant en entrée le vecteur :

x=@k-1 - glk—n) ulk) -~ ulk—m) ék-1) --- ék—p)) (5.21)
Le calcul de gradient suit une procédure analogue a celle décrite a la section précédente.
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A (k)

@

x(k+1)

rpooor

u(k) x(k)
FIGURE 5.8 — Modele-hypothese d’état non bruité

5.3 Modeles-hypotheses d’état et prédicteurs associés

5.3.1 Modele-hypothese d’état non bruité

Ce modele hypothese a peu d’intérét dans la pratique mais permet de d’expliquer simple-
ment le calcul du gradient par rétropropagation a travers le temps sur un modele d’état.
Ce modele postule I'existence des fonctions ¥ et ¢ telles que :

{x(k +1) = d(x(k), u(k)) (522)
y(k) = o(x(k), u(k))
avec :
— y(k) la sortie,
— x(k) € R"™ le vecteur d’état,
— n lordre du modele,
— u(k) la commande.
Le prédicteur théorique associé est :
{?c(k +1) = h(X(k), u(k)) (5.23)
y(k) = g(x(k), u(k))

Ce prédicteur est naturellement « bouclé ». Dans le cas linéaire, on utilise un prédicteur de
la forme :

{f(k) = AX(k — 1) + bu(k — 1) (5.24)

y(k) = Cx(k)

L’état estimé X n’a aucune raison d’étre une estimation de I’état réel du processus.

Dans le cas d’'un prédicteur neuronal, h et g sont réalisés par un seul réseau de neurones
bouclé (cf. figure 5.9). Comme le réseau est bouclé, le calcul du gradient est réalisé par rétro-
propagation a travers le temps (backpropagation through-time) [14].

On utilise un réseau d’apprentissage réalisé par N «copies» du réseau initial (cf. figure
5.10). On note wfj la copie k du poids w;;. Toutes les répliques wfj ont la méme valeur wj;,
mais pas la méme action sur le cout JJ. On a :

N

8. ¥ a.J (5.25)

g k
Ow;;j — Owy;

Guillaume LAURENT ENSMM



32 CHAPITRE 5. MODELISATION DYNAMIQUE

(k) X(k+1)
A
RN [
A A
u(k) X (k)

2(1) 2(2) é(N)
y(1) y(2) y(N
(1) > “a | “m) )
g 3 (1) 7(2) 7(N)
RN RN e RN
XD TR T ] TR0O) (V) Tawd TRV

FIGURE 5.10 — Réseau d’apprentissage réalisé par N «copies» du réseau initial (modele-
hypotheése d’état non bruité)

Comme w;; n’intervient que dans le calcul du potentiel du neurone j, on a :

. aJ da;(k)  8J

8wfj - Oaj(k) 8wfj - daj(k)

si(k) (5.26)

ou a;(k) est le potentiel du neurone j & I'instant & et s;(k) la sortie du neurone 7 a l'instant k.
Si j est un neurone caché, on utilise I’équation de rétropropagation classique (cf. chapitre

3) :
o oJ ‘
Ga(h) = H@®) D s (5.27)
meésucc(y)
Si j est un neurone de sortie :
Ba; (k) = ij(a](k))(fj(a](k)) y;(k)) (5.28)
Si 7 est un neurone de sortie d’état et k = N :
oJ
day(k) 0 (5.29)

Si j est un neurone de sortie d’état et k < N, J ne dépend de a;(k) que par 'intermédiaire
des potentiels des neurones recevant la sortie du neurone j de la copie k, c’est-a-dire tous les

ENSMM Guillaume LAURENT



5.4. METHODOLOGIE DE CONCEPTION D’UN MODELE DYNAMIQUE NEURONAL 33

neurones de la premiere couche de la copie k + 1, on peut donc écrire :

o _ 3 oI  Bam(k+1)
Oa;(k) e dam(k+1)  Odaj(k)
i=succ(j,k+1)
— / . 8J .

meéesucc(z)
i=succ(j,k+1)

avec succ(j, k+1) 'indice de I'entrée de la copie k+1 recevant la sortie du neurone j de la copie k.

Résumé du calcul du gradient par rétropropagation a travers le temps :

1. calcul du potentiel et de la sortie de tous les neurones pour tous les instants k£ de 1 a N
(sens direct),

2. calcul des dérivées partielles relatives a ’activation des neurones pour tous les instants k
de N a1 (sens rétrograde),

3. calcul du gradient du cotit pour toutes les copies de tous les poids,

4. calcul du gradient du coit pour tous les poids.

5.3.2 Modele-hypothese d’état sous la forme d’innovation

Ce modele postule I'existence des fonctions ¥ et ¢ telles que :

{x(k +1) = ¢(x(k), u(k)) + by(k) (5.31)

y(k) = o(x(k), u(k)) + bs(k)
avec
— by(k) € R™ un bruit de boucle additif supposé blanc gaussien,

— bs(k) un bruit de sortie additif supposé blanc gaussien.
Le prédicteur théorique associé est :

(5.32)

avec é(k) = y(k) — y(k).
Ce prédicteur est « bouclé ». Dans le cas linéaire, on utilise un prédicteur de la forme :
{53(k) — A%(k — 1)+ Bu(k — 1) + Ké(k — 1)

2(k) = A% (5.33)
(k) = CR(k)

Ce prédicteur est connu sous le nom prédicteur de Kalman.
Dans le cas neuronal, h et g sont réalisés par un réseau bouclé (cf. figure 5.11). Le calcul
de gradient suit une procédure analogue a celles décrites précédemment.

5.4 Méthodologie de conception d’'un modele dynamique neu-
ronal
5.4.1 Recueil et traitement des données

— choix une période d’échantillonnage T, adaptée au systeme,
— vérification et exploration des non linéarités du systeme (principe de superposition, prin-
cipe d’homogénéité, réponse fréquentielle, etc.),

Guillaume LAURENT ENSMM



34 CHAPITRE 5. MODELISATION DYNAMIQUE

5 (k) R(k+1)

A —
RN ]

LS.

ulk) elk=1) %(K)

FIGURE 5.11 — Prédicteur neuronal associé au modele-hypothése d’état sous la forme d’inno-
vation

— excitation du systeme dans toutes les combinaisons d’amplitude et de fréquence, avec par
exemple :
— m échelons d’amplitudes aléatoires :

(|22 ) -

avec e(k) un bruit blanc centré de variance o2.

— des échelons d’amplitudes aléatoires a des instants aléatoires :

ullk) = u(k—1) avec une probab?l%té}z « (5.35)
e(k) avec une probabilité 1 — «
— un vobulateur :
u(k) = up + Asin(w(k)kTe) (5.36)

avec w(k) = wmin + %(wmm — Winin,)-
— filtrage des signaux inintéressants :
— pour les hautes fréquences, on ajoute un filtre analogique,
— pour les basses fréquences, on peux utiliser un filtre numérique.
— suppression des informations redondantes,
— normalisation et centrage des signaux (moyenne de 0 et variance de 1).

5.4.2 Elaboration du modéele

— choix du modele hypothese,

— choix des ordres du modele (sorties et commandes),

— choix du réseau et du nombre de neurones cachés,

choix de l'algorithme d’apprentissage (second ordre),

réalisation de plusieurs apprentissages pour éviter les minima locaux.
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5.4.3 Validation et sélection de modeles

— recherche de corrélations (linéaires!) :

(é(k) — &) (é(k+ 1) — )
pee = 2= N, (5.37)
(é(k) — é)°
k=1
N—1
> (a(k) —a) (é(k +7) — )
pus = —= (5.38)
N—T1 B 2N—7’ —9
> (u(k) —a)® Y (é(k) - é)
k=1 k=1

— test classique : on vérifie que 95% des valeurs de p sont dans I'intervalle [-1.96/v/N; —1.96/v/N|
pour tout 7 € [—20;20].

— calcul de lerreur quadratique moyenne sur un autre ensemble de mesures entrées/sorties,

— visualisation des prédictions :
— prédiction a 1 pas,
— prédiction a n pas,
— en simulation (n = 00).

— comparaison avec le prédicteur naif y(k) = y(k — 1) (si la période d’échantillonnage est
beaucoup plus faible par rapport au temps de réponse du systeme),

— élagage.

5.4.4 Conclusion

La modélisation de systemes dynamiques par réseaux de neurones présente les mémes avan-
tages et inconvénients que la modélisation statique (modélisation de tout types de processus
non linéaires, probléemes de minima locaux et du temps de calcul). Un inconvénient supplémen-
taire réside dans le recueil des données : il est toujours difficile d’exciter un systéme dynamique
non linéaires dans tout ses régimes de fonctionnement.
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Annexe A

Glossaire des notations

Ns

pred(j)

succ(j)

potentiel (ou activation) du neurone j

fonction d’activation du neurone j

modele

modele

fonction de cott totale (critere quadratique)

fonction de cott partielle (critére quadratique)

nombre de mesures disponibles pour 'apprentissage (hors ligne)
nombre de neurones cachés d’un réseau de neurone

nombre de neurones d’entrée d’'un réseau de neurone

nombre de neurones de sortie d’un réseau de neurone

ensemble des indices des neurones dont la sortie est connectée a une entrée du
neurone j

ensemble des indices des neurones recevant la sortie du neurone j

succ(j, k + p) indice de 'entrée de la copie k + p recevant la sortie du neurone j de la copie k

commande d’un systeme (vecteur)

parametres d'un modele (vecteur)

poids de la connexion du neurone ¢ au neurone j
seuil (ou biais) du neurone i

grandeur d’entrée (vecteur) ou état d’un systéme

grandeur de sortie (scalaire)
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Annexe B

Sélections de logiciels

Pour Matlab :

— (neural networks toolboxr de Mathworks)

— Netlab du Neural Computing Research Group Information Engineering de 'université
d’Aston (bibliotheque libre)

— NNSYSID toolbor de Magnus Ngrgaard de 'université technique du Danemark (biblio-
theque libre)

En langage C/C++ :

— Fast Artificial Neural Network Library (FANN) de Steffen Nissen et Evan Nemerson du
département informatique de 'université de Copenhague (bibliotheque libre)

— Neural Network Torch Libary de Ronan Collobert, Samy Bengio et Johnny Mariéthoz de
I'institut de recherche IDTAP (bibliotheque libre)
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